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บทคดัย่อ 

งานวจิยันี้ไดแ้สดงวธิกีารหาพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้ของสปรงิแบบควอดราตกิ โดยแสดงการค านวณ
จากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ พบว่าผลจากการค านวณมีความถูกต้องแม่นย ามากโดยมี
เปอรเ์ซน็ตค์วามผดิพลาดจากการค านวณอยู่ในระดบั 10-17 % ซึง่เป็นผลมาจากการท าการประสาน
อย่างเรว็โดยใชก้ารแปลงของฟูรเิยร์แบบตรงและผกผนั ส่วนการทดลองกบัระบบจรงิไดท้ าการหา
พารามเิตอร์ไม่เชงิเสน้ของไมซ้ดีา ทีใ่ชใ้นการท ากตี้ารไ์ฟฟ้า โดยท าการวดัสญัญาณสามครัง้โดยที่
แต่ละครัง้จะใส่แรงแบบดลที่มีขนาดแอมปลิจูดแตกต่างกัน หลังจากนัน้น าสัญญาณที่ได้มา
ค านวณหาพารามเิตอร์แบบไม่เชงิเสน้ของสปรงิ ไดค่้าความไม่เชงิเสน้เป็น  = 5.427510-9 N/m2 

ซึ่งมค่ีาต ่ามากสอดคล้องกบัทางท ษฎีเนื่องจากแรงของสปรงิจะแปรเปลี่ยนตามทศิทางของการ
เคลื่อนที่ แต่   คูณอยู่กบัเทอม y2(t) จงึท าให้แรงไม่เปลี่ยนทศิทางตามทศิทางการเคลื่อนที่ของ
มวล 
ค าส าคญั: พารามเิตอรแ์บบไม่เชงิเสน้, การประสาน, การแปลงของฟูรเิยร ์
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ABSTRACT 
This research presents the method for finding nonlinear parameters of quadratic springs by 
presenting calculations of mathematical models. It is found that the calculation results are 
very accurate, with the calculation error percentage of 10-17 % which comes as a result of 
fast convolution by using the direct and inverse Fourier transforms. In the experiment with 
the actual system, the nonlinear parameters of cedar wood, the wood that is used in making 
electric guitars, were determined by measuring the signal three times with each impulse 
being loaded with different amplitudes. Then, the obtained signal is calculated for the 
nonlinear parameters of the spring. The nonlinearity is very low at   = 5.427510-9 N/m2 
which is consistent with the theory because the force of the spring will change according to 
the direction of movement, but   is multiplied by the term y2(t), so the force does not change 
in the direction of the motion of the mass.  
KEYWORDS: nonlinear parameters, convolution, Fourier transform 

 
1. บทน า  

ในทางปฏบิตักิารหาพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้ของระบบมหีลายวธิ ีซึ่งแต่ละวธิมีขีอ้ดแีตกต่างกนั
ไป แต่ยงัไม่มวีธิกีารที่เฉพาะเจาะจงเนื่องจากระบบแบบไม่เชิงเส้นมหีลายรูปแบบ งานวจิยันี้จะ
น าเสนอวธิกีารหาพารามิเตอร์ไม่เชงิเสน้ของสปรงิไม่เชงิเสน้ก าลงัสอง (Quadratic spring) โดยจะ
ค านวณการหาพารามเิตอร์ในโดเมนของเวลาของระบบระดบัความเสรขีัน้เดยีวที่มตีวัหน่วงแบบ
ของเหลวหนืด (Viscous damping)  
 
2. งานท่ีเก่ียวข้อง 

Boonmalert and Chouychai [1] ไดน้ าเสนอวธิกีารหาฟังกช์นัถ่ายโอนของระบบไม่เชงิเสน้ทีม่ี
ตวัหน่วงแบบฮสิเตอเรซสิ (Hysteresis damping) แต่เนื่องจากระบบแบบนี้มสีญัญาณออกเป็น
เชงิซอ้น ซึง่จะท าใหไ้ม่สมจรงิและยากทีจ่ะน าไปประยุกตใ์ชก้บังานจรงิ 
 Chouychai [2] ไดแ้สดงใหเ้หน็ว่า ฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีส่องและสามของระบบระดบัความ
เสรขีัน้เดยีวทีม่สีปรงิไม่เชงิเสน้แบบควอดราตกิของระบบที่มตีวัหน่วงแบบของเหลวหนืดและระบบ
ที่มตีวัหน่วงแบบฮิสเตอเรซิสมรีูปแบบที่เหมอืนกนั แต่ระบบที่มตีวัหน่วงแบบของเหลวหนืดจะมี
สญัญาณออกเป็นค่าจรงิ (Real) 
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3. ทฤษฎีท่ีเก่ียวข้อง 
ระบบไม่เชงิเสน้ระดบัความเสรขีัน้เดยีวทีม่ตีวัหน่วงแบบของเหลวหนืดและมสีปรงิแบบควอด

ราตกิ ทีม่สีญัญาณเขา้เป็น ( )u t จะมสีญัญาณออกของระบบเป็น ( )y t  ดงัแสดงในรปูที ่1 สญัญาณ
ออกสามารถเขยีนอยู่ในรปูแบบอนุกรมของวอลเตอรร์า (Volterra series) [3] ไดด้งันี้ 

 

 
รปูท่ี 1 สญัญาณเข้าและสญัญาณออกของระบบ 
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โดยที ่ 1 2( , ,..., )n nh     เป็นสญัญาณการตอบสนองแบบดล (impulse response) ล าดบัที ่ n   
 ถา้ ( )u t เป็นสญัญาณเขา้ของระบบ ส าหรบัระบบไม่เชงิเสน้ทีม่สีญัญาณเขา้ครัง้ที ่ i ใด ๆ เป็น  
 
 ( ) ( )i iu t F f t=  (3) 
 
โดยที ่ iF  เป็นแอมปลจิดูของสญัญาณเขา้ครัง้ที ่ i  จะท าใหไ้ดส้ญัญาณออกของระบบครัง้ที ่ i เป็น 
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    Nonlinear system 
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สมการ (4) สามารถเขยีนอยู่ในรปูของเมตรกิซ์ [4] ไดด้งันี้ 
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หรอื 
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และสญัญาณออกล าดบัที ่ n  ใด ๆ จะหาไดจ้าก 
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 ระบบระดบัความเสรขีัน้เดยีวทีม่สีปรงิไม่เชงิเสน้แบบควอดราตกิทีม่ตีวัหน่วงแบบฮสิเตอเรซสิ
และตวัหน่วงแบบของเหลวหนืด จะมฟัีงก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีส่องเหมอืนกนั [1, 2] ดงันัน้ในทีน่ี้จะ
พจิารณาระบบระดบัความเสรขีัน้เดยีวทีม่ตีวัหน่วงแบบของเหลวหนืด เพื่อใหไ้ดส้ญัญาณออกของ
ระบบเป็นเทอมแทจ้รงิ โดยระบบระดบัความเสรขีัน้เดยีวทีม่สีปรงิไม่เชงิเสน้แบบควอดราตกิและมี
ตวัหน่วงแบบของเหลวหนืดเป็นดงัต่อไปนี้ 
 
 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )my t cy t ky t y t u t+ + + =   (8) 
 

เมื่อสญัญาณออกของระบบถูกแทนทีด่ว้ยอนุกรมของวอลเตอรร์าจากสมการที ่(1) จะได ้
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เทยีบสมัประสทิธิก์ าลงัหนึ่งจะได ้
 
 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )my t cy t ky t u t+ + =  (10) 
 

สมการที ่(10) สามารถเขยีนอยู่ในรปูของโอเปอรเ์รเตอรไ์ดเ้ป็น 
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หรอื  
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ในท านองเดยีวกนัเมื่อเทยีบสมัประสทิธิก์ าลงัสองจะได ้
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หรอื  
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ส าหรบัสญัญาณออกล าดบัทีส่ามได ้

 
 3 1 1 2( ) [ ( ) ( )]y t H y t y t= −  (15) 
 
 เมื่อพจิารณาสญัญาณออกล าดบัที่สองจะเห็นว่าพารามิเตอร์ไม่เชิงเส้น    เป็นตวัคูณอยู่
ภายนอกของฟังก์ชนัเปรยีบเหมอืนเป็นอตัราขยาย (Gain) ซึง่จะสามารถหาออกมาไดโ้ดยงา่ย จาก
ความสูงของ 2 ( )y t  แต่ในทางปฏบิตัสิญัญาณรบกวนอาจท าใหเ้กดิความผดิพลาดได ้เพื่อเป็นการ
ลดความผิดพลาดที่เกิดจากสญัญาณรบกวนจะท าการค านวณหา   โดยใช้ระเบยีบวธิีถดถอย
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ก าลงัสองน้อยที่สุด (Least square regression method) [5] จากสมการ (14) เมื่อค านวณ 2 ( )y t
ดว้ยวธิกีารประสานเชงิตวัเลข (Numerical convolution) ของสญัญาณทัง้ N จุดไดเ้ป็น 
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ผลรวมของเศษเหลอืก าลงัสองคอื 
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4.  การทดสอบ 

การตรวจสอบความถูกต้องของท ษฎีสามารถท าไดโ้ดยก าหนดพารามเิตอร์ของสมการ (8) 
เป็น m = 1 kg, c = 2 Ns/m, k = 100 N/m และ  = 2 N/m2 ซึ่งจะท าให้ได้ n  = 10 rad/s และ 
  = 0.1 สว่นแรงทีก่ระท ากบัระบบก าหนดเป็น 
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โดยก าหนดค่า F1 = 10 N, F2 = 20 N และ F3 = 30 N แลว้แทนในสมการที ่(8) จากนัน้ใชร้ะเบยีบวธิี
รุงเง-คุดตา (Runge-Kutta’s method) [5] ค านวณหาสญัญาณออกของระบบ แลว้จงึน าไปแทนใน
สมการที ่ (5) จะท าใหไ้ดส้ญัญาณออกของระบบสามล าดบัตามอนุกรมของวอลเตอรร์า คอื 1 ( )y t , 

2 ( )y t  และ 3 ( )y t  โดยสญัญาณออกทัง้สามล าดบัของระบบนัน้แสดงในรปูที ่2-4 จากนัน้น าสญัญาณ
ออก 1 ( )y t  และ 2 ( )y t  แทนลงในสมการที ่ (18) เพื่อค านวณหาพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้ของสปรงิ   
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จากการค านวณไดค่้า  = 2 N/m2 ซึง่มค่ีาเท่ากบัค่าทีก่ าหนดในแบบจ าลอง จงึมัน่ใจไดว้า่วธิกีารนี้
สามารถใชง้านไดจ้รงิ 

การทดลองกบัระบบจรงิเพื่อวดัพารามเิตอร์ไม่เชงิเสน้ของไมซ้ดีาร์ (Cedar wood) ทีใ่ช้
ส าหรบัท ากตี้าร์ไฟฟ้า โดยน าไมซ้ดีาร์วางบนแผ่นโฟมอ่อนแลว้ท าการวดัสญัญาณความเร่งของ
แผ่นไมซ้ดีาร์และพจิารณาฐานนิยมแบบอ่อนตวั (Flexible mode) เพยีงฐานนิยมเดยีว เพื่อใหเ้ป็น
ระบบแบบระดบัความเสรขีัน้เดยีว ส่วนแรงทีใ่ส่ใหร้ะบบใช้แรงทีไ่ดจ้ากการตดีว้ยคอ้น โดย
พยายามใหแ้รงเป็นสญัญาณแบบดล เครื่องมอืทีใ่ชใ้นการทดลองไดแ้สดงในรูปที ่5 โดยมี
รายละเอยีดดงัต่อไปนี้  

- Force Transducer ICP Impact Hammer 086C03, Accelerometer Type 4507B001 B&K 
- Signal Conditioner A/D NI USB-4431 (National Instrument) 
- โปรแกรม MATLAB และ คอมพวิเตอร ์PC ใชใ้นการอ่านขอ้มูลจาก Signal Conditioner NI 
- ชิน้งานทีใ่ชใ้นการทดสอบเป็นไมซ้ดีาร ์ขนาด 470 mm X 357 mm หนา 44 mm 

 

 
รปูท่ี 2 สญัญาณออกล าดบัท่ีหน่ึงของระบบ 
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รปูท่ี 3 สญัญาณออกล าดบัท่ีสองของระบบ 

 

 
รปูท่ี 4 สญัญาณออกล าดบัท่ีสามของระบบ 
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รปูท่ี 5 เคร่ืองมือวดัสญัญาณและระบบท่ีท าการทดลอง 

 
ในการทดลอง ไดท้ าการวดัสญัญาณสามครัง้และบนัทกึค่าไวท้ัง้สญัญาณเขา้และสญัญาณออก 

ตวัอย่างสญัญาณออกและสญัญาณเข้าของระบบที่ท าการวดัสญัญาณ แสดงในรูปที่ 6-7 ในส่วน
แอมปรจิดูของแรงทัง้สามทีว่ดัไดค้อื F1 = 69.53 N , F2 = 110.98 N  และ F3 = 127.45 N  

 

 
รปูท่ี 6 สญัญาณเข้าของระบบในการทดลองเคาะไม้ ีดาร  
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รปูท่ี 7 สญัญาณออกของระบบในการทดลองเคาะไม้ ีดาร  

 

 
รปูท่ี 8 สญัญาณออกของระบบในเทอมของความถี่ 

 
จากรูปที ่8 เป็นสญัญาณออกของระบบในเทอมของความถี่ จะเหน็ว่าทีป่ระมาณ 6 kHz เป็น

จุดทีม่ฐีานนิยมชดัเจนมากแต่เนื่องจากมฐีานนิยมขา้งเคยีงทีค่วามถี่ประมาณ 7 kHz ปรากฏอยู่ 
และเนื่องจากวธิกีารหาพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้ของงานวจิยันี้เป็นแบบ ระดบัความเสรขีัน้เดยีว จงึ
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ไม่สามารถเอาสญัญาณในช่วงความถี่ประมาณ 6 kHz มาใชไ้ดเ้นื่องจากจะมีความผดิพลาดจาก
ฐานนิยมขา้งเคยีงทีช่ดิกนัมากได ้ดว้ยเหตุนี้จงึเลอืกฐานนิยมทีอ่ยู่ในช่วงความถี่ 10-12 kHz มา
ใชใ้นการค านวณเพราะว่าไม่มฐีานนิยมขา้งเคยีงทีอ่ยู ่ชดิกนั การค านวณท าโดยใชก้ารกรอง
สญัญาณเชงิตวัเลขแบบแถบ (Numerical band pass filter) ตดัขอ้มูลในช่วงความถี่ 10-12 kHz 
มาใช ้และท าการแปลงฟูรเิยร ์ผกผนั ใหอ้ยู ่ในเทอมของเวลาของสญัญาณทีท่ดลองไดส้าม
สญัญาณ แลว้น าไปแยกสญัญาณออกเป็นสามอนัดบัดว้ยสมการ (7) ซึ่งจะไดส้ญัญาณออกมาสาม
อนัดบัของอนุกรมของวอลเตอร์รา แลว้จงึน าไปค านวณหาค่าของพารามเิตอร์ไม่เชงิเสน้ตาม

สมการ (18) ได ้ = 95.4275 10−  N/m2 ซึ่งมคี่าต ่า แสดงว่าฐานนิยมทีน่ ามาค านวณนี้มคีวาม
ไม่เป็นเชงิเสน้แบบควอดราตกิน้อย ซึ่งโดยธรรมชาตแิลว้สปรงิจะมคีวามไม่เชงิเสน้ในลกัษณะ
ของสมการก าลงัเลขคีเ่นื่องจากสปรงิมกีารยดืและหด ทศิทางของแรงจะเปลี่ยนตามทศิทางของ
การเคลื่อนทีด่ว้ยแต่เทอมสมการก าลงัสองของสมการควอดราติกแรงจะเป็นบวกเสมอเนื่องจาก
ค่าของ  คูณกบั y2(t) ไม่ว่า y(t) จะมคี่าเป็นบวกหรอืลบแรงกจ็ะเป็นบวกเสมอ ดงันัน้เมื่อวดัค่า 
  ของระบบจรงิออกมาจงึไดค่้าต ่ากถ็อืว่าสอดคลองกบัท ษฎ ี

 
5. สรปุผล 

จากการทดสอบความถูกต้องทางท ษฎีแสดงให้เหน็ว่าการค านวณหาค่าพารามเิตอร์ไม่เชงิ
เสน้ไดค่้าทีถู่กตอ้งตามค่าเริม่ตน้ทีต่ ัง้ไว ้อย่างไรกต็ามในการค านวณไดท้ าการค านวณค่าของความ

ผดิพลาดไว้ซึ่งพบว่าค่าของความผดิพลาดมค่ีาน้อยมากคือมีค่าเท่ากบั  171.0842 10− %  ซึ่งค่า
ของความผดิพลาดนี้เกดิจากการท าการประสานอย่างเรว็ในสมการ (14) ซึง่ตอ้งท าการแปลงฟูรเิยร์
แบบตรงและแบบผกผนัถงึสองครัง้จงึท าใหเ้กดิความผดิพลาดจากการค านวณบา้งเลก็น้อยและผล
จากการทดสอบทางท ษฎนีี้ท าใหเ้หน็ว่าวธิกีารหาค่าพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้ดว้ยวธินีี้เชื่อถือได ้ 

ส าหรบัการหาพารามเิตอร์ไม่เชงิเสน้ในทางปฏบิตั ิไดท้ าการวดัสญัญาณจากไมซ้ดีาร์ พบว่า

ค่าพารามิเตอร์ไม่เชิงเส้นมีค่า  = 95.4275 10−  N/m2 ซึ่งมีค่าต ่าและสอดคล้องกับท ษฎี 
เนื่องจากระบบทางฟิสกิสแ์รงของสปรงิจะมกีารเปลีย่นทศิตามระยะกระจดัแต่  เป็นเทอมทีคู่ณกบั 
y2(t) จงึท าใหแ้รงไม่มกีารเปลีย่นทศิ ดว้ยเหตุนี้ค่าของ  จงึมค่ีาน้อย 
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